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目的
混雑ゲーム（交通ネットワーク均衡モデル）について詳細に学ぶ．特に，
最適化理論の応用としての側面に注目する．
講義の底本
• 土木学会『交通ネットワークの均衡分析』
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混雑ゲーム (Congestion Game)

一般的な多数のOD (origin–destination) ペアを持つ混雑ゲームを考える．
• ゾーン集合Z，ODペアの集合はW ≡ Z ×Z
• 各OD交通需要（rsに属する主体数）をqrs > 0とする（rs ∈ W）．
• ノード集合N，リンク集合Aを持つ道路ネットワークを考える．
一般性を失うことなくZ ⊂ Nを仮定する．
• ODペアrsの主体が選択できる経路の集合（戦略集合）をRrsで
表す．
経路k ∈ Rrsは使用するリンクの集合Ars

k ⊂ Aで特定できる．
巡回経路がないと仮定している．また実ネットワークで経路の全列挙
は困難であり，考慮する経路集合を事前に限定する作業が行われる．
• 経路k ∈ Rrsを利用する主体数をxrs

k ≥ 0で表す．∑
k xrs

k = qrs
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混雑ゲーム (Congestion Game)

• 経路フロー(xrs | rs ∈ W)が定まるとリンクフローが定まる．
具体的には，リンクa ∈ Aの交通量をyaとして

ya =
∑

rs∈W

∑
k∈Rrs:a∈Ars

k

xrs
k

• または，ODペアrsの経路kがリンクaを使用するとき1，それ以外で
は0となる変数δrs

a,kを導入すれば（以下でも同様の変数δ·
·を用いる）

ya(x) =
∑

rs∈W

∑
k∈Rrs

δrs
a,kxrs

k
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混雑ゲーム (Congestion Game)

• リンクa ∈ Aの通過コストは，aの利用者数がyaのときta(ya)．
リンクコスト関数taは微分可能で単調増加関数であると仮定する．
• リンク間相互作用がある場合：ta = ta(x)

• 交通費用が加法的なら経路kの交通費用は

crs
k (x) =

∑
a∈A

δrs
a,kta(ya(x))

• δrs
a,kをまとめた |Rrs| × |A|次元のリンク・経路接続行列 (link-path

incidence matrix) を∆rs = [δrs
a,k]，t(y) = (ta(y))a∈Aとして

crs(x) = ∆rst(y(x))
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Nash均衡条件
経路選択のNash均衡条件は，x ≥ 0に加えて次の通り．{

xrs
k (crs

k (x)− urs) = 0
crs

k (x)− urs ≥ 0, xrs
k ≥ 0

∀k ∈ Rrs,∀rs ∈ W∑
k∈Rrs

xrs
k = qrs ∀rs ∈ W

2つ目の等式制約は，形式的に次の相補性条件に置き換えられる．{
urs

(∑
k∈Rrs xrs

k − qrs
)

= 0∑
k∈Rrs xrs

k − qrs ≥ 0, urs ≥ 0
∀rs ∈ W
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非線形相補性問題による表現
次のようにXとF (X)を定義する．
ただしEは |W| × | ∪rs∈W Rrs|次元の経路・ODペア接続行列．

X ≡
[
x
u

]
, F (X) ≡

[
0 −E⊤

E 0

] [
x
u

]
+

[
c(x)
−q

]
E =

[
1 1 1

1 1 1 1 1

]
（例：2OD, 3/5経路）

このとき，均衡状態は次の非線形相補性問題の解である．

Find X ≥ 0 such that ⟨F (X), X⟩ = 0.
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変分不等式問題による表現
均衡状態は次の変分不等式問題でもある．

Find X ≥ 0 such that ⟨F (X), Y −X⟩ ≥ 0 for all Y ≥ 0.

X = (x̄, ū), Y = (x, u)として要素を明示すると，⟨·, ·⟩の部分は∑
rs⟨c

rs(x)− urs1rs, xrs − x̄rs⟩
+

∑
rs

(∑
k∈Rrsxrs

k − qrs
)
(urs − ūrs)

ただし1rsは |Rrs|次元の1ベクトル．
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変分不等式問題による表現：主問題

SP0 ≡

{
x ≥ 0

∣∣∣∣∣ ∑
k∈Rrs

xrs
k − qrs = 0, ∀k ∈ Rrs,∀rs ∈ W

}

とすると，⟨·, ·⟩の部分は∑
rs

∑
k

(crs
k (x̄)− urs) (xrs

k − x̄rs
k )　

=
∑
rs

∑
k

crs
k (x) (xrs

k − x̄rs
k )　
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変分不等式問題による表現：主問題
よって問題は数量変数 (quantity variable) による次のVIPと等価：

Find x̄ ∈ SP0 such that ⟨c(x̄), x− x̄⟩ ≥ 0 for all x ∈ SP0.

このVIPは，リンクフローy = (ya)a∈Aのみで表現できる．実際，

⟨c(x), x⟩ =
∑
rs,k

crs
k xrs

k =
∑
rs,k

∑
a

(δrs
a,kta)xrs

k

=
∑

a

ta

∑
rs,k

δrs
a,kxrs

k =
∑

a

taya = ⟨t(x), y⟩
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リンク変数のみのVIP

まとめると，次のリンクフローに関するVIPに帰着される：

Find ȳ ∈ SP such that ⟨t(ȳ), y − ȳ⟩ ≥ 0 for all y ∈ SP

SP ≡

y ≥ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
ya =

∑
rs

∑
k

δrs
a,kxrs

k ∀a∑
k

xrs
k − qrs = 0 ∀k, ∀rs


これを主問題 (primal problem) と呼ぶ．
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主問題に対する等価最適化問題
主問題は次の最適化問題と等価である．

min
y∈SP

ZP(y) =
∑
a∈A

∫ ya

0
ta(ω)dω

等価性はこの問題が凸計画問題であることによる．
• SPの制約は全て線形制約からなるため，凸集合である．
• 目的関数はリンクフローyについて狭義凸である．ZPのHesse行列は

∇2ZP(y) = diag [(t′
a(ya))a∈A]

であるが，これはt′
a(·) > 0の仮定から正定値．
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復習 ポテンシャル関数の存在条件
定理 閉凸な集合S ⊂ Rnを考える．Sを含む開集合S ′で定義されたベク
トル値関数F : S ′ → Rnがスカラー値関数f : S ′ → Rによって∇f = F

を満足するための必要十分条件は次が成立することである．
∂Fi

∂xj
(x) = ∂Fj

∂xi
(x) ∀i, j, ∀x ∈ S ′．

外部性の対称性を意味する：戦略jを採用する主体数の増加が戦略iの利
得に与える影響は，その逆と一致する．
Quiz リンク間の干渉がないならば混雑ゲームの利得関数がこの条件を
満足することを確認せよ．
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解の一意性
ZPがyについて狭義凸よりyは一意に定まるが，経路フローxは一意と
は限らない．
例 ODペア集合がW = {13, 23}，需要はqrs = 2q，q23 = q．1→ 3の
リンクコスト関数は2t(y)，それ以外はt(y)．
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変分不等式問題による表現
均衡状態は次の変分不等式問題であった．

Find X ≥ 0 such that ⟨F (X), Y −X⟩︸ ︷︷ ︸
⋆

≥ 0 for all X ≥ 0.

⋆ =
∑
rs

∑
k

(crs
k (x)− urs) (xrs

k − x̄rs
k )

+
∑
rs

( ∑
k

xrs
k − qrs

)
(urs − ūrs)

ここまでの議論では価格変数 (price variable) uを消去した．数量変数x

のみを消去した問題を考えることができる．これを双対問題と呼ぶ．
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変分不等式問題による表現：双対問題

SD0 ≡ {x ≥ 0 | crs
k (x) ≥ urs, ∀k ∈ Rrs,∀rs ∈ W}

とする．もとの問題の解X = (x̄, ū)は明らかにX ∈ SD0を満足するか
ら，実行可能領域をSD0に制限してもよい．
ある解(x̄, ū) ∈ SD0を考え，xに x̄を代入すると

⋆
∣∣
x=x̄

=
∑
rs

( ∑
k

x̄rs
k − qrs

)
(urs − ūrs)

= ⟨Ex̄, u− ū⟩︸ ︷︷ ︸
⋆1

−⟨q∗, u− ū⟩︸ ︷︷ ︸
⋆2

≥ 0
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ところでSD0上では∑
rs

∑
k

x̄rs
k crs

k (x) ≥
∑
rs

∑
k

x̄rs
k urs

また，解(x̄, ū)では，ūrs < crs
k (x̄)なら x̄rs

k = 0なので∑
rs

∑
k

x̄rs
k crs

k (x̄) =
∑
rs

∑
k

x̄rs
k ūrs
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あわせると∑
rs

∑
k

x̄rs
k (crs

k (x)− crs
k (x̄))︸ ︷︷ ︸

⋆3

≥
∑
rs

∑
k

x̄rs
k (urs − ūrs)︸ ︷︷ ︸
⋆1

解なら⋆1 + ⋆2 ≥ 0．⋆3 ≥⋆1なので，解なら⋆3 + ⋆2 ≥ 0．

領域をSD0に限定したとき，次の変分不等式問題に帰着する（⇒）：

Find (x̄, ū) ∈ SD0 such that
⟨x̄, c(x)− c(x̄)⟩ − ⟨q, u− ū⟩ ≥ 0 for all (x, u) ∈ SD0.

17/30



更に，⟨x, c(x)⟩ = ⟨y, t(y)⟩から，次の変分不等式問題に帰着される：

Find (ȳ, ū) ∈ SD1 such that
⟨ȳ, t(y)− t(ȳ)⟩ − ⟨q, u− ū⟩ ≥ 0 for all (y, u) ∈ SD1.

ただし，SDはSD0を(y, u)について表現し直した領域で，

SD1 ≡
{

y ≥ 0

∣∣∣∣∣ ∑
a

δrs
a,kta(ya)︸ ︷︷ ︸
crs

k

≥ urs, ∀k, ∀rs

}
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リンク・経路接続行列∆ = [· · · ; ∆rs; · · · ]を使えば

SD1 = {y ≥ 0 | ∆t(y) ≥ u⊗ 1}

taの逆関数をyaとすれば，次の変分不等式問題と等価：

Find (τ̄ , ū) ∈ SD such that
⟨y(τ̄), τ − τ̄⟩ − ⟨q, u− ū⟩ ≥ 0 for all (τ, u) ∈ SD.

SD = {(τ, u) ≥ 0 | ∆τ ≥ u⊗ 1, τ ≥ t(0)}

この問題は，価格変数である各リンクのコストτ = (τa)a∈Aと経路コス
トuのみを未知変数とする問題である．これを双対問題と呼ぶ．
この問題のベクトル場も積分可能であるから，ポテンシャルが存在する．
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双対問題に対する等価最適化問題
双対問題は次の最適化問題と等価である．

max
(τ,u)∈SD

ZD(τ, u) =
∑

rs∈W
qrsurs −

∑
a∈A

∫ τa

ta(0)
ya(ω)dω

ただしここではyaはtaの逆関数．この問題は主問題に対応する最適化問
題の双対問題になっている．
復習 Slater制約想定を満足するならば，主問題と双対問題の最適解で目
的関数値は一致（強双対性定理）．混雑ゲームは Slater 制約想定を満足
するのでZP(ȳ) = ZD(τ̄ , ū)．
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混雑ゲームにおける双対性
あるリンクaを取り出したとき，均衡状態ならば（強双対性）∫ ȳa

0
ta(ω)dω = τ̄aȳa −

∫ τ̄a

ta(0)
ya(ν)dν

均衡状態でないなら（ta(ya) > τ̄aなら）右辺>左辺（弱双対性）
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混雑ゲームにおける社会最適問題
主問題と対応する，総交通費用を最小化する意味での社会最適問題は以
下で与えられる：

(UE) min
y∈SP

ZP(y) =
∑
a∈A

∫ ya

0
ta(ω)dω

(SO) min
y∈SP

W (y) =
∑
a∈A

ta(ya)ya

これらの問題を比較してみよう．
Quiz 社会最適問題が凸計画問題となる十分条件を挙げよ．
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最適混雑料金（Pigou税）
ここで，

∂ZP(y)
∂ya

= ta(ya), ∂W (y)
∂ya

= ta(ya) + t′
a(ya)ya

異なる部分は，リンクaの交通量が増加した場合にリンクaの利用者が追
加的に要する限界的な総費用である．
⇒ リンクaに混雑料金 (congestion toll) pa(ya) = t′

a(ya)yaを課したも
とでの均衡状態は社会最適状態と一致する．
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混雑ゲームの数値解法
混雑ゲームに対するFrank–Wolfe法では，混雑ゲームの構造的特徴に
よって部分問題を効率的に解くことができる．



復習 Frank–Wolfe 法（逐次線形計画法）
Frank–Wolfe法は，凸計画問題に対して有効な許容方向降下法の古典的
なアルゴリズムである．xkにおいて目的関数を線形近似した問題を解き
dkを決定する．

yk ← arg min
y∈S

⟨∇f(xk), y⟩ ［補助問題 (auxiliary problem)］

dk ← yk − xk

• 各点において目的関数の線形近似を最小化する点の方向へ移動する．
• Sを表現する制約関数が全て線形なら補助問題は線形最適化問題．
• Frank–Wolfe法はこの線形最適化問題が高速に解けるなら非常に有
効．混雑ゲームはこれに当てはまる．
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混雑ゲームに対するFrank–Wolfe 法の補助問題
混雑ゲームに対するFW法の補助問題は∇ZP(yk) = [ta(yk

a)]a∈Aより

min
y∈SP

∑
a∈A

ta(yk
a)ya

ただしSPは

SP ≡

y ≥ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
ya =

∑
rs

∑
k

δrs
a,kxrs

k ∀a∑
k

xrs
k − qrs = 0 ∀k, ∀rs


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混雑ゲームに対するFrank–Wolfe 法の補助問題
混雑ゲームに対するFW法の補助問題は∇ZP(y) = [ta(ya)]a∈Aより

min
y∈SP

∑
a∈A

ta(yk
a)ya

この問題は線形計画問題であり，もともと効率的に解くことができる．
しかも，実は最短経路探索問題になっていることがわかる．
⇒最短経路探索アルゴリズムを，現在の実行可能解ykのもとでのリンク
コストを持つネットワークに適用すればよい．
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Frank–Wolfe 法の現代的意義
Frank–Wolfe 法（FW法）は古典的な手法であるが，近年の数理最適化・
機械学習・大規模計算の文脈において再評価されている．
• Jaggi (2013). Revisiting Frank–Wolfe: Projection-free sparse convex

optimization. ICML.
本講義でFW法を学ぶ意義は，単なる計算法の一例ではなく，構造を活
かす最適化という思想を理解する点にある．
FW法が再び注目されている理由：
• 射影を必要としない（射影勾配法・近接勾配法と異なり，複雑な制約
集合への射影が不要）
• 疎な解を自然に生成（解が低次元構造を持ちやすい）
• 大規模問題への親和性（補助問題が線形計画 ⇒ 構造を使えば高速）
• オンライン計算・近似計算（逐次的更新・部分的精度でも意味を持つ）
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Frank–Wolfe 法と「構造を活かす最適化」
FW法では，目的関数は非線形だが，制約集合の構造を最大限に活用．
混雑ゲームでは：
• 目的関数：非線形（混雑による外部性）
• 制約集合：線形（フロー保存・需要制約）
⇒ 非線形性を線形化し，ネットワーク構造を活用するというFW法の思
想が最も自然に適合．
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FW法と最短経路探索の関係の意味
FW法の補助問題が最短経路探索になるという事実は，単なる計算上の偶
然ではない．
• 勾配 ∇ZP(y) は 現在の費用パターン
• 補助問題は 費用パターン固定のもとでの最適反応
すなわちFW法は，

現在の混雑状況を所与として，最短経路方向に需要を再配分する

という操作を反復していると解釈できる．
これは Nash 均衡への漸近的調整過程とも読める．
• cf. Fujishima et al. (2025). Quantifying congestion externalities in

road networks: A structural estimation approach using stochastic
evolutionary model. RIETI Discussion Paper.
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FW 法の限界
もちろんFW法は万能ではない：
• 収束は一般に サブリニア（O(1/k)）
• 高精度解を求めたい場合には不向き
• 強凸性があっても収束加速には工夫が必要
そのため近年は色々な改良法が提案されている：
• Away-step FW
• Pairwise FW
• Stochastic FW
とはいえ，FW法は混雑ゲームを学ぶ上で解釈がわかりやすい数値解法．
使いどころによっては現在でも有効活用されている．
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